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1 @ Pourquoi étudier I'exponentielle ?

1.1 Le probleme fondamental

Existe-t-il une fonction égale a sa propre dérivée, c'est-a-dire vérifiant f/ = f ? Cette question, en apparence
trés abstraite, surgit dés qu'on modélise un phénomene ol la vitesse de variation est proportionnelle a
la quantité présente : plus il y a de noyaux radioactifs, plus il s’en désintégre; plus un capital est gros,
plus il rapporte d'intéréts. La fonction qui décrit ces évolutions est I'exponentielle.

8

Radioactivité

w* L
Finance Biologie
intéréts croissance

N = —kN

décroissance composés continus d’'une population

Radioactivité. Le nombre de noyaux vérifie N/(t) = —k N(t) : la solution est N(t) = Nge ¥, une
décroissance exponentielle.

Finance. Un capital placé a intéréts composés continus au taux r vaut C(t) = Cpe'™ : une croissance

exponentielle.

Biologie, thermique. .. Population, dilution ou refroidissement : I'exponentielle apparait lorsque le taux
d’évolution est constant. C'est le pendant « a temps continu » des suites géométriques de la fiche 1.

1.2 L’idée directrice

7 )
L’idée directrice :

L'exponentielle est I'unique fonction égale a sa propre dérivée et va-
lant 1 en 0. Elle transforme les sommes en produits (e?T? = e%eb),
est toujours strictement positive, strictement croissante, et modé-

lise tout phénomene de croissance ou décroissance proportionnelle.
L J

&) Intuition | Pourquoi c’est un chapitre clé

L'exponentielle est I'une des fonctions les plus importantes des mathématiques et des sciences.
Elle réunit tout ce qu'on a vu : dérivation (elle se définit par f/ = f), variations (on étudie sa
croissance), et suites géométriques (la suite (e"?) est géométrique). En Terminale, elle sera le

socle de I'étude des limites, du logarithme et des équations différentielles.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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2 &P L’idée avant la formule

2.1 Une fonction égale a sa propre vitesse

Imagine une fonction dont la vitesse de variation (f’) est égale i la valeur elle-méme (f) :

Quand f est grande, elle croit vite, donc elle devient encore plus grande, donc elle croit encore plus
vite. . .c'est I'emballement exponentiel. Cette propriété f' = f, jointe 3 f(0) = 1, caractérise

complétement I'exponentielle : il n'existe qu'une seule fonction comme ca.

2.2 Transformer les sommes en produits

L'exponentielle « transforme les additions en multiplications » :

e@Tb — g2 5 b

Ajouter dans I'exposant revient a multiplier les valeurs. C'est exactement la régle des puissances
(xa+b = xaxb), mais valable pour tous les réels, pas seulement les entiers. Cette propriété est la

clé de tous les calculs avec |'exponentielle.

2.3 Le lien avec les suites géométriques

Une suite géométrique multiplie par une raison g a chaque étape (temps discret). L'exponen-
tielle fait la méme chose, mais « en continu » : si on regarde I'exponentielle aux instants entiers
0,a,2a,3a,... on obtient les valeurs 1,e?, e22 32, ... C'est-a-dire une suite géométrique de

raison e?. L'exponentielle est donc la « version continue » d’une évolution a taux constant.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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3 & Le cours complet
3.1 Définition
E Définition | La fonction exponentielle

On admet qu'il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que

fl'=F et f(0)=1

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et notée exp. On note exp(x), ou plus souvent
eX, son image en x.

La définition contient deux informations : la fonction est égale a sa dérivée (exp’ = exp, donc
(eX) = eX), et elle « part » de 1 en 0 (2 = 1). L'existence et I'unicité sont admises en Premiére
(on les justifie partiellement dans le probleme).

3.2 L’exponentielle ne s’annule jamais et reste positive

% Théoréme | Signe de I'exponentielle

Pour tout réel x : e x e =1, et donc L'exponentielle ne s'annule jamais.

»? Démonstration [eXe™X =1leteX >0

Considérons la fonction ((x) = eXe~X. En dérivant ce produit (et en utilisant (e ¥) = —e™ ) :
d(x)=e e X+ (—e¥)=ee ¥ —e"e ¥ =0.

0

Donc ¢ est constante. Comme p(0) = e%% =1 x 1 =1, on a ¢(x) = 1 pour tout x, cest-a-dire

eXe ™ =1.
Cette égalité montre déja que e # 0 (sinon le produit serait nul). De plus e ne change jamais
de signe : la fonction exp est dérivable donc continue, et une fonction continue qui ne s'annule pas

garde un signe constant. Comme €2 =1 > 0, on conclut eX > 0 pour tout x. |

3.3 La relation fonctionnelle

W Théoréme | Relation fonctionnelle

Pour tous réels x et y :

&Y —eX x .

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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»? Démonstration | Relation fonctionnelle (approfondissement)

Fixons un réel y et considérons g(x) = eX™Y e X. Dérivons (produit, avec (eXTV) = XtV et
() = —e)
g(x)=eVe X &Y (—e ) =0.

0

Donc g est constante. Or g(0) = e’ e’ = &Y. Ainsi g(x) = e’ pour tout x, soit eXTYe ™ =¢¥. En

multipliant par eX (et comme eXe™X = 1) : XY = eXeY. [ |

® Propriété | Conséquences (régles de calcul)

Pour tous réels x, y et tout entier n :

o Démonstration | Quelques conséquences

1 ) ) e i
e X = — vient directement de eXe=* = 1. Ensuite XY = & H(=¥) = eXe v = - Enfin
e e

e™ = (eX)" s'obtient en appliquant n fois la relation fonctionnelle : X TXT X = eXeX...eX. N

& Définition | Le nombre e

On note e = exp(1) le nombre d’Euler : e ~ 2,718. Grace aux régles ci-dessus, pour tout entier n,
exp(n) = e ; on étend cette notation a tout réel : exp(x) = e*.

3.4 Lien avec les suites géométriques
® Propriété | La suite (e"?) est géométrique

na

Pour tout réel a fixé, la suite définie par up, = €@ est géométrique de raison e? et de premier

terme ug = 1.

s’ Démonstration | (e"?) géométrique

On calcule le rapport de deux termes consécutifs :

n+1l)a
Unt1 _ eln+) _ o(nt1l)a—na _ .a
up eha
Ce rapport est constant (égal a e?), donc la suite est géométrique de raison e?. |

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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3.5 Signe, variations et courbe

W Théoréme | Variations de I’exponentielle

La fonction exp est dérivable sur R avec (eX)’ = eX > 0. Elle est donc strictement croissante sur

R. De plus X > 0 pour tout x.

7

® Propriété | Propriétés graphiques

— La courbe passe par (0;1) et par (1;e).
— Elle est entiérement au-dessus de I’axe des abscisses (eX > 0).
— Sa tangente en 0 a pour équation y = x + 1 (car eV=1etla pente est el = 1).

— L’axe des abscisses (y = 0) est « asymptote » a gauche (la courbe s'en rapproche quand x
diminue : approche intuitive).

3.6 Dérivée de e b

W% Théoréme | Dérivée de e P

ax+b

Pour tous réels a et b, la fonction x — e est dérivable sur R et

/
(eax—i—b) - eax—i—b.

En particulier (ek) = ke et (e %) = —ke k¥,

@ Exemple | Dériver des exponentielles

(1) f(x) = e : F(x) =363, (2) g(x) = e 21 g/(x) = —2e=2+1,
B B = s o) s Wb = Lo e = (Lo,
(4) k(x) = e; (quotient, x # 0) : k'(x) = € 'Xx_ze b (x _X2)e

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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A Attention | Le signe d’une expression avec e~

Comme €* > 0 toujours, le signe d'un produit comme (2x — 1)eX ne dépend que du facteur
restant 2x — 1. Réflexe : « €X ne change jamais le signe, on le met de c6té ».

3.7 Equations et inéquations
W Théoréme | Résolution par injectivité et croissance

Comme exp est strictement croissante, pour tous réels A et B :

eA:eB<:>A:B, A <ef — A<B

A

En particuliere? =1 =60 «— A=0.

A Attention | Pas de logarithme en Premiére

On résout uniquement des équations ou les deux membres s'écrivent comme des exponentielles

A

(ou apres factorisation pour se ramener a e = eB). On ne sait pas encore résoudre eX = 5

exactement : cela demande le logarithme, vu en Terminale.

@ Exemple | Résolutions

(1) e>2?=1& 3x-2=0 & x=3.

(2)e"2:e4 & xX°=4 & x=+2

(B) e —eX=0 & X(e¥X—1)=0 & e =1 (careX #0) & x=0.
(4)e_"§e3 & —x<3 & x> -3

3.8 Modéliser une évolution exponentielle

Pour kK > 0 :
— t — ekt modélise une croissance exponentielle (de plus en plus rapide);
— t — e~k modélise une décroissance exponentielle (de plus en plus lente, vers 0).

Une grandeur du type A(t) = A ekt part de Ag en t = 0 et évolue a taux proportionnel.

ekt (croissafice)

ekt (décroissance)

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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3.9 Synthése : étudier une fonction avec exponentielle

Pour étudier f contenant une exponentielle : on dérive (produit/quotient), on factorise f’ en
isolant I’exponentielle, puis comme el) >0, le signe de f’ est celui du facteur restant.

@ Exemple | Etude compléte de f(x) = x%e ™~

Sur R, f/(x) = 2xe ™ + x?(—e™¥) = (2x — x?)e™ = x(2 — x)e™*. Comme e~ > 0, le signe
de f’ est celui de x(2 — x) : positif sur ]0; 2[, négatif ailleurs. Valeurs : f(0) = 0 (minimum) et
f(2) = 4e72 ~ 0,54 (maximum local).

X —00 0 2 400

f'(x) — 0 ol 0 —

Comme x2 > 0 et e % > 0, on a de plus f(x) = 0 pour tout x.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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4 < Pour aller plus loin : une inégalité fondamentale

W Théoréme | L’exponentielle est au-dessus de sa tangente en 0

Pour tout réel x,

L'égalité a lieu uniquement pour x = 0.

»? Démonstration | Démonstration par les variations

Posons g(x) = & — x — 1. Alors g’(x) = ¥ — 1. Comme I'exponentielle est strictement croissante
ete=1,0nag/(x)<0six<0, g'(0)=0etg'(x)>0six>0.

La fonction g décroit donc jusqu'a 0, puis croit. Son minimum vaut g(0) =1—-0—1 = 0. Ainsi
g(x) = 0, c'est-a-dire X > 1 + x. [ |

La droite y = 1+ x est la tangente a la courbe de I'exponentielle en 0. L'inégalité affirme que toute
la courbe reste au-dessus de cette tangente. Pres de 0, elle justifie aussi |'approximation eX ~ 1+ x.

@ Exemple | Deux conséquences accessibles
En appliquant I'inégalité a x puis a —x,
e >14+x et e X >1-—x.

En additionnant, on obtient

X +e X >2.

Cette preuve ne demande ni logarithme, ni convexité : seulement les variations.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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5 & Boite a outils : réflexes pour le bac

1. € > 0 toujours : le signe d'une expression dépend du reste, pas de e*.

a+b a.b

(S = e€e7e

N o o & W D

Croissance/décroissance : e

Strictement croissante : e

(somme — produit) ; e =

k

A

1. x—y _ &
ex 1 € y_e7'

Dériver : (eX) = eX, (e2*Th) = 2e?*P (ne pas oublier le a).
Résoudre : se ramener 3 e = e & A = B (jamais de logarithme en Premiére).
Factoriser par e* pour résoudre e2X + ...eX = 0.

t croit, ekt décroit (vers 0).

<eBs A< B

Puissance

Dérivée composée

Reégle Formule
Définition () =¢X, =1
Signe e* > 0 pour tout x
Somme edth — gagb
1
Opposé e X =—
eX
cees _ e?
Différence ed=b = -
e

1. Ecrire e?tP = e? + ¢P, C'est un produit : eZe?.

e

Oublier le a dans (e +P) = ge@+b,

2
Confondre ¢X~ et (eX)? = &2,

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »

Dire que e~ peut étre négatif ou nul. Jamais : X > 0.

Vouloir résoudre ¥ =5 « exactement » : impossible sans logarithme (Terminale).

Oublier e # 0 en factorisant (on élimine la solution € = 0, impossible).

11/24
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3¢ Méthode | Algorithmes : approcher e &

n
(a) Par la suite <1 + %) (qui se rapproche de e) :
1 for n in [1, 10, 100, 1000, 10000]:
2 print(n, (1 + 1/n)**n) # tend wvers e = 2.718...
(b) Par la méthode d’Euler (on suit y’ = y par petits pas) :

1 def euler(x, n):

2 h=x/n

3 y =1 # exp (0) = 1

4 for k in range(n):

5 y =y +h *xy # approzimation : y(t+h) = y(t) + h*xy’(t)
6 return y

7

s print (euler (1, 1000)) # approche ezp (1) = e

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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6 & Exercices

Exercice 1
a) e“-e
b) &

Exercice 2

a) e2x . eX
bx

e

Exercice 3

eX

a) £(x)
b) g(x) = e

Exercice 4
Résoudre dans R.
a) e2x — b
b) e = e
Exercice 5
Résoudre dans R.

a) e > et
b) e * < &?

Exercice 6

a) f(x) = xeX

b) g(x) = (2x + 1)¢*

Exercice 7

Résoudre dans RR.
a) e2X —eX =0
b) e2x _ ex+2
c) (eX—1)(e~

: Simplifier (sans calculatrice)
c) (1) e) (¢%)?

d) eX.e™*

: Simplifier des expressions en x

c) ()’

d) X . e1*X

: Dériver

: Résoudre des équations

: Résoudre des inéquations

c) & 1«1
d) e2x > ex—|—3

: Dériver des produits et quotients

c) h(x) = x%e™*

eX

d) k(X):X—|—1

: Factoriser et résoudre

—e?)=0
d) e3x - e =0

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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Exercice 8 : Tangentes

1. Montrer que la tangente a la courbe de exp au point d'abscisse 0 a pour équation y = x + 1.

2x

2. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe de g(x) = e“* au point d’abscisse 0.

Exercice 9 : Etude de f(x) = xeX

1. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) = (1 + x)e*.
2. Etudier le signe de f’, puis dresser le tableau de variations de f.

3. En déduire le minimum de f.

Exercice 10 : Lien avec les suites géométriques

Soit la suite u, = e2" pour n € N.

1. Montrer que (up) est géométrique; préciser sa raison et son premier terme.

2. Exprimer u, a I'aide de e2.

Exercice 11 : Décroissance radioactive

Une source radioactive contient N(t) = Npe 91t noyaux 3 I'instant t (en jours , avec Ny le nombre initial.
0 Y J 0

1. Quelle fraction des noyaux reste-t-il a t = 10 jours ? (on donnera la valeur exacte e~1 puis une valeur
approchée).

2. Justifier que N est strictement décroissante.

Exercice 12 : Démonstrations de cours

X

1. En étudiant p(x) = eXe™, montrer que eXe™* =1, puis que X > 0.

2. Montrer que la suite (e"?) est géométrique de raison e?.

Exercice 13 : L'inégalité X > x + 1
Soit g(x) =X — x — 1.
1. Calculer g’(x) et étudier son signe.

2. Dresser le tableau de variations de g et en déduire son minimum.

3. Conclure que X > x + 1 pour tout réel x.

Exercice 14 : Etude de f(x) = (x — 1)eX

1. Calculer f'(x) et montrer que f/(x) = x e*.
2. Etudier le signe de f’ et dresser le tableau de variations.

3. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe au point d'abscisse 0.

Exercice 15 : Approcher le nombre e

1 n
1. Calculer (1 + ) pour n=1,n=2, n=10 et n = 100 (valeurs approchées).
n

2. Vers quel nombre ces valeurs semblent-elles tendre ?

3. En utilisant la tangente y = x + 1 en 0, donner une valeur approchée de 901,

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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Exercice 16 : Etude de f(x) = (x — 2)eX
1. Calculer f’(x) et montrer que f'(x) = (x — 1)e*.

2. Etudier le signe de f’ et dresser le tableau de variations. En déduire le minimum de f.

Exercice 17 : Equations et inéquations

Résoudre dans RR.

a) -l c) (eX)2 =& t+2
b) e2X.e X =¢3 d) e *>e
Exercice 18 : Croissance d’un capital

Un capital placé suit C(t) = 5000e%03t (en euros, t en années).

1. Quelle est la valeur initiale?
2. Calculer C(10) (on utilisera €23 ~ 1,350).

3. Justifier que C est strictement croissante.

Exercice 19 : Etude de f(x) = (2 — x)eX

1. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) = (1 — x)e*.

2. Etudier le signe de f’, dresser le tableau de variations et donner le maximum de f.

Exercice 20 : Conséquences de e* > x + 1

On admet l'inégalité eX > x + 1 (valable pour tout réel x).

1. En déduire que X > x pour tout réel x.

X

2. En remplacant x par —x, montrer que e * > 1 — x pour tout réel x.

Exercice 21 : Comparer deux exponentielles
On pose g(t) = e®t et h(t) = el.
1. Montrer que pour tout t > 0, 2t > ef.
2. Calculer g(1) et h(1) (valeurs approchées, avec e ~ 2,718 et €2 ~ 7,389).

Exercice 22 : Etude de f(x) = (x +1)e

1. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) = —xe™*.

2. Etudier le signe de f/, dresser le tableau de variations et donner le maximum de f.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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7 % Probléeme : Autour de I'équation f' = f

O Probléme style prépa

Ce probléme établit, par la méthode des fonctions auxiliaires, les fondements de I'exponentielle : son
unicité, la relation fonctionnelle, sa positivité et sa croissance, puis le lien avec les suites géométriques.

On admet I'existence d’'une fonction exp dérivable telle que exp’ = exp et exp(0) = 1, et on note

e* = exp(x).

Partie A : unicité
1. On admet que e¥e > = 1 (donc X # 0). Soit g une fonction dérivable telle que g’ = g et g(0) = 1.
On pose k(x) = g(x)e . Calculer k'(x).

2. En déduire que k est constante, puis que g(x) = e* pour tout x. Conclure sur I'unicité.

Partie B : relation fonctionnelle

3. On fixe un réel y et on pose h(x) = XY e, Calculer h'(x) et en déduire que h est constante.

4. Calculer h(0), puis en déduire que eX™ = eX e’ pour tous x, y.

5. A partir de eXe ¥ = 1, justifier que e # 0, puis (en utilisant la continuité et €9 = 1) que e¥ > 0
pour tout x.

6. En déduire le signe de (eX)’ et conclure que exp est strictement croissante sur R.

7. Soit a un réel et u, = €. Montrer que (u,) est géométrique ; préciser sa raison.
8. Application : pour a =1, donner ug, uy, up en fonction de e. La suite est-elle croissante ?

9. A I'aide de la tangente y = x + 1 en 0, justifier que pour h petit, e ~ 1+ h. En déduire une valeur

approchée de €01,

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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8 ¥ Corrigés détaillés

Chaque corrigé rappelle la méthode et détaille tous les calculs. Cherche d'abord seul, puis compare.

Corrigé 1

»? Démonstration

5

a) e?e3 = 213 = &5 b) e_2 =52 =¢3 c) (e 1) =e*

e
d) e X=X *=e0l =1 e) (e2)3 =& fyede3=e0=1.

Corrigé 2
»? Démonstration
edX

a) e2XeX = 3%, b) = e3x. c) (e¥)3 =e&3x. d) Xel X =Xl x =l —¢

Corrigé 3

»? Démonstration

a) f/(x) =e~. b) g'(x) = 4. c) H(x) = —3e=3+2, d) K'(x) = 3eX — 2e2%.

Corrigé 4

_ »® Démonstration

On utilise e? =B = A= B.

a) e =ed o 2x =6 x=3.

b) e’ = o x2 =9 o x =3,

c) e3X_1:1:eO<:)3X—1:0<:>x:%.
d) el =eX o x+1=2xx=1.

Corrigé 5
»? Démonstration
exp étant strictement croissante, e < ef < A < B.
a) e > et o 2x >4 x>2 b)e *<e? e —x<2& x> 2.
c) e lcl=lex-1<0ex<1. d) e2X > X3 o ox > x+3a x> 3.
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a) K(x)= SO TN

a) f'(x) =1-e¥+x-e¥=(1+x)e~.
b) g'(x) = 2 + (2x + 1)eX = (2x + 3)e*.
c) W (x) =2xe ™ + x?(—e™¥) = (2x — x?)e > = x(2 — x)e™*.

(x +1)?

S (x+1)?%

Corrigé 7

_ »® Démonstration

a) e2X — X = eX(eX — 1) = 0. Comme X # 0, on a eX = 1, donc x = 0.
b) eX = o 2x=x+2& x=2.

c) (X —1)(eX—e?) =0 e =1oueX=e? soit x=0oux=2.

d) e3X — e2X = e?X(eX — 1) = 0. Comme e?X # 0, eX =1, donc x = 0.

Corrigé 8

»? Démonstration

1. Pour exp : f(0) =¥ =1 et f/(0) = e® = 1. Tangente : y = £(0)+ f/(0)(x —0) = 1+ x = x+1.
2. Pour g(x) = e2* : g(0) = &0 =1 et g/(x) = 2e?* donc g’(0) = 2. Tangente : y = 1+2(x—0) =

2x + 1.

Corrigé 9

_ »® Démonstration

1. f/(x) =1 & +x-e¥ = (1+ x)eX.
2. Comme X > 0, le signe de " est celuide 1 +x : f/ <0 sur]—oo;—1[, f/ > 0sur]—1;+oo].

X —00 -1 +o00
f'(x) 0
f \ /
_1
e

3. Minimumen x = —1: f(-1) =
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Corrigé 10

»? Démonstration

e2(n+1)

e2n
0_

Un
terme ug = e

2. up = up X (e2)” = (e2)” — 2n (cohérent avec la définition).

u Ve ’ - . .
1. Lo = e2nt1)=2n — &2 constant : (u,) est géométrique de raison €2, de premier

Corrigé 11

_ »® Démonstration

N(1 1
1. I(VO) = 01x10 — o—1 o ~ 0,368 : il reste environ 36,8 % des noyaux.
0
2. N'(t) = Ng x (—=0,1)e %1t = —0,1 Nge~ %1t Comme Ny > 0 et e Ot >0 ona N(t) <0: N

est strictement décroissante.

Corrigé 12

— »® Démonstration

1. o(x) = Xe™%, ¢/(x) = eXe X + eX(—eX) = 0, donc ¢ est constante. Comme ¢(0) = 1,
eXe™ =1 : ainsi €* # 0. exp étant continue, ne s’annulant jamais et valant 1 > 0 en 0, elle reste

>0:e>0.
e(n+l)a
2. = e?, constant : la suite (e"?) est géométrique de raison e?.

ena

Corrigé 13

»? Démonstration

l.g(x)=e*-1.0reX—1>0ce>1=e’ < x>0 Doncg’ <0sur]—oo;0[etg’ >0

sur ]0; +-o0f.
2.
X —00 0 —+00
g'(x) - 0+
0

Le minimum de g est g(0) =e® —0—1=0.

3. Donc g(x) > 0 pour tout x, c'est-a-dire ¥ — x — 1 > 0, soit .
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Corrigé 14

¥ Démonstration

1.AA(x)=1-+(x—1)eX=(1+x —1)eX = xe~.
2. Comme X > 0, le signe de f est celui de x : f/ < 0 sur]—o00;0[, f/ > 0sur]0;+oo[. Minimum

enx=0:f(0)=(0-1)e = —1.

X —00 0 400
f'(x) - 0 +
-1

3. f(0) = —1et f/(0) =0-e =0 : tangente horizontale y = —1.

Corrigé 15

¥ Démonstration

1 2 10 100
L(1+1) =2, (1+3) =152 =225; (1+ ) ~25%; (1+1fy) =~ 2705
2. Ces valeurs se rapprochent du nombre e = 2,718.
3. Prés de 0, la courbe est proche de sa tangente : X ~ x 4 1. Donc €201 ~ 1 40,01 = 1,01 (la

vraie valeur est ~ 1,01005).

Corrigé 16

_ »® Démonstration
1. f/(x) =1-& + (x —2)eX = (1 + x — 2)eX = (x — 1)e~.

2. Comme &* > 0, le signe de f’ est celuide x —1: f/ < 0 sur]—o0;1[, f/ > 0 sur ]1;+oo].
Minimum en x =1 : f(1) = (1 —2)el = —ex~ —2,72.

X —00 1 +o0
f'(x) - 0 +
—e
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Corrigé 17

_ p® Démonstration

a)e l=1=e0ex®-1=0ex=+1.
b) eXe X =X =3 o x =3.

c) ()2 == o 2x=x+2x=2.
deX>e=cle x>1ax< -1

Corrigé 18

— »® Démonstration

1. Valeur initiale : C(0) = 5000 = 5000 €.
2. C(10) = 5000e%3 ~ 5000 x 1,350 = 6750 €.
3. C'(t) = 5000 x 0,03e%03t = 150093t > 0 (car €293t > 0), donc C est strictement croissante.

Corrigé 19

_ p® Démonstration

1. fi(x)=-1-e+(2—x)eX=(-1+2—x)eX = (1 — x)eX.
2. Comme €* > 0, le signe de f’ est celuide 1 —x : f/ > 0 sur] —oo;1[, f/ < 0 sur ]1;+o0l.
Maximumen x =1: f(1) = (2 — 1)e! = e~ 2,72.

X —00 1 +0o0

f'(x) + 0 -

Corrigé 20

»? Démonstration

1. Pourtout x, x +1>x.OreX > x4+ 1,donceX > x+1> x, dou e > x.
2. L'inégalité eX > X + 1 vaut pour tout réel X. En prenant X = —x : e X > —x+1=1—x.

Corrigé 21

»? Démonstration

1. Par croissance de exp : 2t > el < 2t > t < t > 0. L'inégalité est donc vraie pour tout t > 0.
2. g(1) =e® ~ 7,39 et h(1) = e ~ 2,72 (on a bien g(1) > h(1)).
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Corrigé 22

_ p® Démonstration

l./(x)=1-e X+ (x+1)(—eX)=eX(1-(x+1)) =e X(—x) = —xe™ ¥,
2. Comme e % > 0, le signe de f’ est celui de —x : ' > 0 sur ] — 00;0[, f < 0 sur ]0;+oo[.
Maximum en x =0 : £(0) = (0 + 1)e? = 1.

X —00 0 —+00
f'(x) + 0 -
1

Corrigé du probléme : Autour de ' = f

_ »® Démonstration | Partie A : unicité

1. k(x) = g(x)e™, donc K'(x) = g'(x)e™ + g(x)(—e™*) = e™*(g'(x) — g(x)). Comme g’ = g,
on a k'(x) =0.

2. k est donc constante, égale 3 k(0) = g(0)e® =1 x 1 = 1. Ainsi g(x)e > =1, et en multipliant
par e* : g(x) = eX. Toute fonction vérifiant g’ = g et g(0) = 1 est donc égale a exp : c'est I'unicité.

¥ Démonstration | Partie B : relation fonctionnelle

3. h(x) = e¥™Ye™>, donc H(x) = eXTYe ™ + XY (—e ) =0 : h est constante.
4. h(0) = %Y = ¥ Donc h(x) = e pour tout x, soit e¥Ye™ = Y. En multipliant par e :
XY = XY,

¥ Démonstration | Partie C : positivité et croissance

5. De eXe™ =1, on tire € # 0 (un produit nul aurait donné 0 # 1). La fonction exp est dérivable
donc continue; ne s’annulant jamais et valant € = 1 > 0, elle garde un signe constant strictement
positif : X > 0.

6. (eX) = eX > 0 pour tout x, donc exp est strictement croissante sur R.

_ p® Démonstration | Partie D : suites géométriques

e(n+1)a

7 Up+1 _
) Up eha
8.Poura=1:uyy= e =1, uy = e, up = e2. La raison e > 1 et les termes sont positifs : la suite

= ¢? : la suite (up) est géométrique de raison e?.

est croissante.
9. Prés de 0, e &~ 14 h (la courbe est proche de sa tangente y = x+1). Donc %! ~ 1+0,1 =1,1
(valeur exacte ~ 1,105).
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Bilan de la fiche. Tu sais désormais : utiliser la définition exp’ = exp, exp(0) = 1; ap-

pliquer les régles de calcul (e3P = e%eb e = elx ..); dériver e tb: résoudre équa-

tions et inéquations par injectivité et croissance (sans logarithme); étudier des fonctions
mélant polynémes et exponentielle ; et modéliser une croissance ou décroissance. En Termi-

nale, I'exponentielle reviendra avec les limites, le logarithme et les équations différentielles.
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L’exponentielle transforme les sommes en produits

E Définition | Définition

exp est l'unique fonction vérifiant f/ = f et
f(0) = 1. On note e* = exp(x).

ST =X, e X=, &V =,

Toujours €* > 0.

(eX) = e* et (e th) = 26+ Pour un pro-
duit, utiliser v’'v 4+ uv' puis factoriser I'exponen-
tielle.

exp est strictement croissante. Ainsi

e” = eB si et seulement si A = B,

e” < eB si et seulement si A < B.

Pas besoin de logarithme en Premiére.

Croissance : C(t) = Coekt avec k > 0. Décrois-
sance : Coe kt. La suite (e"?) est géométrique
de raison e?.

% Théoréme | Inégalité

Pour tout x, ¢ > 1 + x. La courbe reste au-
dessus de sa tangente en 0.

Ne jamais donner un signe négatif a € ; isoler et factoriser |'exponentielle ; pour une approximation

prés de 0, utiliser e ~ 1+ h en annoncant qu’elle est approchée.

« L'exponentielle est sa propre dérivée : la signature de I'analyse. »
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