FICHES MATHS FICHE SYNTHESE

Dérivation et optimisation

Premiere professionnelle - Chapitre 05

Du taux de variation au nombre dérivé

Définition - Comprendre la notion

Entre deux abscisses distinctes a et b, le taux de variation est (f(b) — f(a))/(b — a).Cestlapente de

la secante reliant les deux points de la courbe. Son unite est l'unite de f divisée par celle de x. Quand b se
rapproche de a, les pentes peuvent se rapprocher d'une valeur : le nombre dérivé f/(a). Il représente

une variation instantanée, et non la valeur de f elle-méme. On écrit aussile taux (f(a + h) — f(a))/h
pour h £ 0. Lapproche est intuitive ici : le calcul exact permet de comprendre la pente limite sans
supposer qu'on peut diviser par zéro.

Ecrire I'équation d’une tangente

Définition - Comprendre la notion

Si f est dérivable en a, la tangente a sa courbe au point (a; f(a)) est la droite de pente f’(a) :

y = f(a)(z —a) + f(a).
Il faut deux informations différentes : la hauteur du point et la pente. Une pente nulle donne une
tangente horizontale, mais ne garantit pas a elle seule un maximum ou un minimum. La tangente
approche la courbe pres du point de contact. Elle peut la traverser ; ce n'est pas obligatoirement une
droite ayant un seul point commun avec la courbe.

Dériver les fonctions affines et quadratiques

Définition - Comprendre la notion

(c)' = 0. (z)" = 1. (x?) = 2z. Ladérivée d'une somme est la somme des dérivées, et (kf)' = kf’
pour une constante k. Un terme constant disparait parce que sa valeur ne varie pas. Applique laregle a
chaque terme en gardant les signes. Une fois la fonction dérivee calculee, on peut eévaluer sa valeur en
un point. Ne remplace pas x trop tét : deriver une valeur numerique donnerait zero et perdrait la
variation.

Dériver I'inverse et ses applications

Définition - Comprendre la notion

Pour 2z # 0, la dérivée de 1/z vaut —1 /2% Le carré du dénominateur est positif, donc la dérivée est
strictement negative : I'inverse décroit sur chacune de ses deux branches. Pour f(z) = a/x + baveca
etbconstants, f'(z) = —a/x2. Le signe depend donc de a. La regle permet d'etudier un colGt moyen,
une duree a debit variable ou une autre grandeur inversement proportionnelle. Garde les unités et le
domaine du modele : une quantité physique peut imposer z > 0.
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Optimiser une grandeur avec la dérivee

Définition - Comprendre la notion

Une optimisation cherche la plus petite ou la plus grande valeur d'une grandeur sous des contraintes.
Choisis la variable, exprime la grandeur par une fonction et determine son domaine. Etudie la dérivée,
ses signes et les valeurs aux points critiques et aux bornes. Reviens ensuite au contexte : une longueur
doit rester positive, une production peut étre entiere, une solution peut étre hors du domaine. Un
maximum local n'est pas automatiquement le maximum global. Pour un nombre entier d'objets, compare
les entiers voisins du meilleur choix continu plutét que d'arrondir sans contréle.

Les repéres essentiels

Du taux de variation au nombre dérive.

1. Repere les deux abscisses et leurs images.

2. Calcule variation d’image divisee par variation d’abscisse dans le méme ordre.
3. Pour un nombre dérive, pose b = a + h etimpose h # 0.

4. Développe puis simplifie avant de faire tendre h vers zéro.

5. Interprete la pente et son unite sans la confondre avec une image.
Ecrire 'équation d’une tangente.

1. Calcule séparément f(a) et f'(a).

2.Ecrisy = f(a)(2 — a) + f(a)

3. Remplace les trois données en conservant les parentheses.

4. Developpe seulement si une forme max + p est utile.

5. Contréle le point de contact et le coefficient directeur.
Dériver les fonctions affines et quadratiques.

1. Repére la variable de derivation et les coefficients constants.

2. Derive chaque terme avec son signe.

3. Réunis les termes pour obtenir la fonction derivee.

4. Remplace ensuite la variable par l'abscisse demandee.

5. Pour un parametre, traduis la pente imposee en equation et verifie la valeur trouvee.
Dériver I'inverse et ses applications.

1. Identifie le coefficient a de l'inverse et la constante b.

2.Ecris f/(x) = —a/x? sur le domaine autorise.

3. Utilise 22 > ( pour étudier le signe.

4. Pour une tangente, calcule aussi 'image du point.

5. Interpréte les variations et les unites dans le contexte.
Optimiser une grandeur avec la dérivée.

1. Définis la variable, la grandeur a optimiser et le domaine autorise.
2. Calcule la derivee et ses zeros dans ce domaine.

3. Etudie son signe pour établir les variations.

4. Compare les valeurs aux points critiques et aux bornes.
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5. Sila variable est entiére, compare les candidats entiers puis formule la décision.

Un exemple pour se repérer

Exemple - Exemple commenté

Pour ¢(z) = 120/x + 5avec z > 0, on dérive chaque terme : ¢/(x) = —120/x2 + 0. Cette dérivée
est strictement negative, donc le colt moyen decroit.

Az = 10, le colt vaut 17 et la pente vaut —120/100 = —1,2. La pente négative explique une
diminution locale, mais ne signifie pas que le coUt lui-méme est negatif.

Quand x augmente, 120/:1: se rapproche de zéro et ¢ se rapproche de 5 par valeurs superieures. La
constante 5 influence donc les valeurs, tout en disparaissant dans la derivee.

Les erreurs a éviter

Attention - Comprendre une erreur fréquente

Une vitesse moyenne sur un intervalle ne donne pas nécessairement la vitesse a I'un de ses instants. De
méme, un taux moyen positif n'impose pas que la fonction soit croissante partout entre les bornes.
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