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Corrigés d’entrainement ¢ Terminale, spécialité mathématiques

Corrigé détaillé o Sujet Ne 2

Chaque étape justifiée, aucun calcul sous-entendu

Voici le corrigé complet du sujet d’entrainement Ne 2, le plus difficile des deux. Comme les énoncés

ne donnaient aucun indice, j’ai pris soin de détailler non seulement les calculs, mais aussi la facon

de trouver la méthode : comment repérer un point fixe, introduire une suite auxiliaire ou choisir

la bonne intégration par parties.

Chaque question suit le méme schéma que dans le premier corrigé :

— un encadré bleu Rappel de cours avec la définition, le théoréme ou la méthode utile;

— la solution rédigée, découpée en étapes numérotées ou rien n’est laissé implicite ;

— des encadrés ambrés Remarque, Attention ou Vérification pour l'intuition, les pieges et
les controles de cohérence ;

— un encadré vert Conclusion qui isole le résultat.

Les calculs sont littéraux d’abord, ’application numérique en dernier.

Un dernier mot : sur ce sujet plus exigeant, c’est normal de bloquer. Cherchez, laissez reposer,
revenez-y, et ne lisez la solution qu’ensuite. C’est comme ¢a qu’on progresse vraiment.
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Exercice 1 Suites, encadrements et convergence

n
Pour tout entier n > 1, Z

k\H

Question 1. Encadrement de In(k + 1) — In(k).

Rappel de cours

e
Lien logarithme-intégrale : Inb —Ina = / 2 dt (pour 0 < a < D).
a
Encadrement d’une intégrale : si m < g(t) < M pour tout t € [a;b] (avec a < b), alors

m(b—a)g/bg(t)dth(b—a).

1
La fonction ¢ — n est décroissante sur |0 ; 4o00].

Etape 1 : écrire la différence comme une intégrale.

k+1 1

In(k + 1) — In(k) :/k S

Etape 2 : encadrer % sur [k;k+ 1]. Comme t — % est décroissante, pour k <t <k-+1ona

1

— <
k+17—

~+ | =

<

w\»—l

Etape 3 : intégrer sur un intervalle de longueur 1. En intégrant cet encadrement sur [k ; k+ 1]
(de longueur (k+1) —k=1):

1 k+1 1 1
xlg/ —dt < = x1,
k t

k+1 k

1
c’est-a-dire 1 <Iln(k+1)—1In(k) <

wm—l

i

1
Pour tout entier k > 1 : Pl <Iln(k+1)—1In(k) <

Question 2. Encadrement de H,.

Rappel de cours

n
Somme télescopique : Z(ln(k +1)—Ink) =In(n+1) —Inl = In(n + 1) (les termes
k=1
intermédiaires se simplifient).

On peut additionner membre & membre des inégalités de méme sens.

Etape 1 : borne inférieure. L’inégalité de droite de la question 1 s’écrit In(k + 1) — In(k) <

| =

1
donc z >In(k+1) —In(k). On somme pour k=1an:

n 1 n
ZZg > (In(k+1) —Ink) = In(n + 1).
k=1 k=1
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Etape 2 : borne supérieure. Dans I'inégalité de gauche de la question 1, on remplace k par

1
k—1:pour k> 2, z <In(k) —In(k — 1). On isole le premier terme de H,, puis on somme & partir
de k=2:

e

Pour tout n >1: In(n+1) < H, <1+ In(n).

Question 3. Limite de H,.

Rappel de cours

Si H,, > w, pour tout n et si w, — +o0o, alors H,, — 400 (théoréme de comparaison).

D’apres la question 2, H, > In(n + 1). Or In(n + 1) — 400 quand n — +oc0. Par comparaison,
H, — 4.

lim H, = +oo.

n—-+00

H
Question 4. Limite de —~-.

nn

Rappel de cours

Théoréme des gendarmes. On utilise aussi In(n + 1) = In(n(1 + 1)) =Inn +1In(1 + 2).

Etape 1 : diviser ’encadrement par Inn. Pour n > 2, Inn > 0, donc en divisant ’encadrement
de la question 2 par Inn (sans changer le sens) :

In(n+1) <ﬂ< l1+Inn

Inn Inn Inn

Etape 2 : limite de la borne de droite.

141 1
L 04+1=1.
Inn Inn n—+o0

Etape 3 : limite de la borne de gauche.

In(1+ 1)

n

In(n+1) Inn+n(l+1)
Inn Inn Inn

Quand n — o0, In(1 + %) — 0 et Inn — 400, donc le quotient tend vers 0 : la borne de gauche
tend vers 1.

., H
Etape 4 : conclure. Les deux bornes tendent vers 1; par le théoreme des gendarmes, l—n -1
nn

lim —= =1 : autrement dit, H,, se comporte comme Inn pour les grands n.
n—+oo Inn

Question 5. La suite (u,) est décroissante.
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Rappel de cours

un, = Hy — Inn. On étudie le signe de w41 — uy, en utilisant H, 1 — H,, = (un seul

terme ajouté a la somme).

Etape 1 : calculer la différence.

1
Upy1 — Up = (Hpp1 — Hy) — (In(n+1) —Inn) = ren i (In(n+1) — lnn).

Etape 2 : utiliser la question 1. L’inégalité de gauche de la question 1 donne In(n +1) —1In(n) >

. Donc
n+1

! (In(n+1) —Inn) < ! ! 0
U — U, = —— — (In(n —Inn — =
nAl T T T “n+l n+1

Unt1 — Up < 0 : la suite (uy,) est décroissante.

Question 6. La suite (u,) converge (démonstration exigée).

Rappel de cours

Théoréme de convergence monotone : toute suite décroissante et minorée converge.

Etape 1 : minorer u,. D’aprés la borne inférieure de la question 2, H,, > In(n + 1), donc

1 1
up, =Hp—Inn>In(n+1)—Inn=1In nt) gy 1+—)>0.
n n

La suite (uy) est donc minorée par 0.

Etape 2 : conclure. La suite (u,) est décroissante (question 5) et minorée par 0, donc elle converge
vers une limite réelle (positive ou nulle).

Remarque

Cette limite est la célebre constante d’Euler, notée v ~ 0,577. On vient de démontrer son
existence. On peut alors écrire H, = Inn + u,, ce qui confirme que H, et Inn ont le méme
comportement & l'infini (question 4), avec un écart qui tend vers ~.

(up) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge (vers la constante d’Euler 7).
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Exercice 11  Fonction exponentielle, convezité et continuité

2

Fonction : f(z) = z*e™* sur R, de courbe C.

Question 1. Limites et asymptote.

Rappel de cours

Croissance comparée : liIJ'I_I z?e @ =0 (Pexponentielle décroissante I’emporte sur la
T—r—+00

puissance).
Produit de limites : le produit de deux quantités tendant vers +oo tend vers —+oo.

Limite en —oco. On écrit f(z) = 22 x e™®. Quand z — —o0 : 22 — +o00, et —x — 400 donc

e~ ¥ = +00. Le produit tend vers +oo :

lim f(z)= +oc.

T——00

Limite en +o0o0. C’est la croissance comparée :

lim z%e™* = 0.
r——+00

La droite y = 0 (axe des abscisses) est donc asymptote horizontale en +oo.

Remarque

En —oo la limite est infinie : il n’y a pas d’asymptote horizontale de ce coté.

lim f(z) =4occet lim f(z)=0 (asymptote y =0 en +00).
T—+00

T—r—00

Question 2. Dérivée et variations.

Rappel de cours

Dérivée d’un produit : (uv) = u'v + uv’. On rappelle (e™*) = —e™*.

Etape 1 : poser u et v. v = 22 (donc v/ = 2x) et v = e (donc v/ = —e~%).
Etape 2 : dériver et factoriser.

fllx)=2ze ™ +a2?(—e ") =e (22 —2%) =2(2 —z)e ™.

Etape 3 : signe de f’. Comme e ® > 0, le signe de f'(z) est celui du produit z(2 — z), qui
s‘annuleen x =0et z =2:

z —00 0 2 400

T - 0 4+ + +
2—z + + + + 0 -
f'(z) - 0 + 0 -

Etape 4 : variations. f décroit sur | — 0o;0], croit sur [0;2], décroit sur [2; 4-o00. Elle présente
un minimum local en x = 0, f(0) = 0, et un maximum local en z = 2, f(2) = 4e 2.

T —00 0 2 400
f(x) -0 + 0 -
400 42
/ N\ /! N\
0 0




FICHES-MATHS.COM Corrigé - Terminale spé

f'(xz) =x(2 — z)e™®; minimum f(0) = 0, maximum f(2) = —.

Question 3. Convexité et points d’inflexion.

Rappel de cours

f convexe 1a ou f” > 0, concave 1a ou f” < 0; point d’inflexion 13 ou f” s’annule en
—b+ Vb2 — 4ac

changeant de signe. Racines de az? +bx +c: z = 5
a

Etape 1 : dériver f. On a f'(z) = (2 — %) e ®. Avec u = 2z — 22 (u/ =2 —2zx) et v = e *
(v =—e"7):

() =(2-22)e " + (22 — %) (—e %) = e *[(2 - 22) — (27 — 2?)] = e “(2? — 4z + 2).

Etape 2 : signe de f”. Comme e % > 0, le signe de f” est celui du trinéme 22 — 4z + 2. Son
discriminant vaut A = (—4)2 — 4 x 1 x 2 =8 > 0, et ses racines sont

w:4:l:2\/§=4:|:22\/§=2i\/§‘

Le trinéme (de coefficient dominant positif) est positif & 'extérieur des racines, négatif entre elles.

Etape 3 : conclure. f est convexe sur |—oco ; 2—+/2] et sur [2++/2 ; +00[, concave sur [2—/2; 24+1/2].
Enz=2—+2etz=2++/2, f’ change de signe : ce sont deux points d’inflexion.

Remarque

Numériquement, 2 — v/2 ~ 0,586 et 2 + /2 ~ 3,414, ce qui correspond aux points marqués sur
la figure du sujet.

C

f"(x) = (x2 — 42 4+ 2) e™*; deux points d’inflexion, d’abscisses 2 — v/2 et 2 + /2.

Question 4. Nombre de solutions de f(z) = c.

Rappel de cours

Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires : sur un intervalle ou f est continue
et strictement monotone, I’équation f(z) = ¢ admet une unique solution pour toute valeur ¢
comprise entre les valeurs (ou limites) aux bornes.

On note M = f(2) = 4e~2 ~ 0,541. D’aprés les variations, on découpe R en trois intervalles :
— sur | — 00;0], f décroit contintiment de +oo a f(0) =0;

— sur [0;2], f croit continiiment de 0 & M ;

— sur [2;4o00], f décroit continiiment de M & 0 (limite non atteinte).

On discute selon ¢ :

— ¢ < 0 : f ne prend jamais de valeur négative (f > 0). Aucune solution.

—¢c=0:f(r)=0 < 2%2¢% =0 <= z =0. Une solution.

— 0 < ¢ < M : la valeur c est atteinte une fois sur chacun des trois intervalles. Trois solutions.

— ¢=M :sur [0;2] et [2;+00], le maximum M n’est atteint qu’en z = 2; sur | — 00;0], c = M
est atteint une fois (puisque f y décrit |0;+o00[). Deux solutions.
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— ¢ > M : seules les valeurs supérieures a M sont atteintes par la branche | — 0o ;0] (qui monte
jusqu’a +00), une seule fois. Une solution.

Nombre de solutions de f(z) =c: 0sic<0; 1sic=0; 3si0<c< ;%; 2sic=5; 1si
4
C>gz.

2
Question 5. Calcul de / f(z)dx.
0

Rappel de cours

b b
Intégration par parties : / v = [uv]z - / wv’. On Iapplique deux fois pour faire «
a a

descendre » la puissance de x.

Etape 1 : premiére intégration par parties. On pose u = 22 (v =2z) et v/ = e % (v = —e ) :
2 ) 2 2
/ w2e ®dr = [—mze_m]o + / 2ze Tdr = —4e 2 + 2/ re Tdx.
0 0 0
(Le crochet vaut —2%2¢72 — 0 = —4e~2.)

2
Etape 2 : seconde intégration par parties. Pour / xe “dx, on pose u =z (u' = 1) et
0

vV=eT" (v=—e""):

2 2
/ rze ¥dx = [—xe_z]z + / e Pdr=—-2"2+ [—e_x](z) =22+ (—9_2 +1)=1- 3e 2.
0 0

Etape 3 : rassembler.

2
/ e dr = —4e % + 2(1— 3e*2) =42 +2-6e2=2—-10e"2
0

Etape 4 : interprétation. Sur [0;2], f(z) = x%e™ > 0, donc l'intégrale représente l'aire, en

unités d’aire, de la région comprise entre C, 'axe des abscisses et les droites z = 0 et x = 2.

Vérification

2 —10e 2 ~ 2 — 1,353 = 0,647, une aire positive et inférieure & celle du rectangle [0;2] x [0; M]
d’aire 2M =~ 1,08 : c’est cohérent.

L J

2
/ z?e ®dx =2 —10e 2 &~ 0,647 unité d’aire.
0
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Exercice III Equations différentielles et suite récurrente

Entre deux injections, ¢'(t) = —k q(t) avec k > 0. Injections de 10 mg a chaque heure, u,, = quantité
juste apres la n-iéme injection, ug = 10.

Question 1 (Partie A). Résolution de ¢ = —kg.

Rappel de cours

Cours : les solutions de I’équation différentielle 3/ = ay sont les fonctions ¢t — Ce®, C € R.

Ici le coefficient est a = —k, donc les solutions sont

q(t) =Ce ™, CeR.

q(t) = Ce ", avec C réel quelconque.

Question 2 (Partie A). Demi-vie et valeur de k.

Rappel de cours

eX =A < X =1InA (pour A>0), et ln%:—an.

Etape 1 : exprimer ¢(t + T).

q(t + T) _ Ce—k(t+T) _ Ce—kt e—kT _ q(t) e—kT'

Etape 2 : traduire la demi-vie. La condition ¢(t 4+ T') = 2q(t) pour tout ¢ équivaut a

e kT = 1
2

Etape 3 : isoler 7. En appliquant In : —kT = ln% = —1In2, d’ou

_ln2

T
k

. In2
Etape 4 : valeur de k. Avec T =1:1= n?’ donc k =1n2 =~ 0,693 (par heure).

TzlnTz;avecTzlh, k=1n2.

Question 3 (Partie B). Relation entre u,; et u,.

Rappel de cours

D’aprés la partie A, sur une durée At sans injection, la quantité est multipliée par e F2L,

—In2 _ 1

Comme k = In2, sur At = 1 heure le facteur vaut e % = e o

Etape 1 : évolution entre deux injections. Juste aprés la n-iéme injection, la quantité est w,,.

Une heure plus tard, juste avant I'injection suivante, elle a été multipliée par 3 elle vaut —u,,.
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Etape 2 : ajout de la dose. L’injection n + 1 ajoute 10 mg :

1
Uptl = 3 up, + 10.

1
‘ Pour tout n, u,41 = 3 U, + 10. |

Question 4 (Partie B). Calcul de uj, us, us.

up =1 x 10410 = 15, uy = 1 x 15410 = 17,5, us = 1 x 17,5+ 10 = 18,75.

up = 15, ug = 17,5, ug = 18,75.

Question 5 (Partie B). Pour tout n, u, < 20.

Rappel de cours

Raisonnement par récurrence : initialisation, puis hérédité.

Initialisation. ug = 10 < 20 : vrai au rang 0.

1 1
Hérédité. Supposons u, < 20. Alors iun < 5 x 20 = 10, donc

1
Upyl = Qu” + 10 < 10 4 10 = 20.

La propriété se transmet.

Pour tout entier naturel n, u, < 20.

Question 6 (Partie B). Sens de variation.

Rappel de cours

On étudie le signe de w41 — Up.

Up g1 — Up = (%un+ 10) —u, =10 — %un = %(20 — Up).

D’apres la question 5, u, < 20, donc 20 — u,, > 0, et up11 — uy > 0.

1
Upt1 — Up = 5(20 — uy) > 0 : la suite (uy) est strictement croissante.

Question 7 (Partie B). Convergence et limite (démonstration exigée).

Rappel de cours

Convergence monotone : une suite croissante et majorée converge. La limite L d’une suite
définie par u, 41 = f(un) (avec f continue) vérifie L = f(L).

Etape 1 : existence de la limite. La suite (u,) est croissante (question 6) et majorée par 20
(question 5), donc elle converge vers un réel L.

. 1
Etape 2 : calcul de la limite. En passant a la limite dans u, 41 = 5”” + 10 (les deux membres

tendent vers L) :

1 1
L:§L—|—10 <— §L:10 <~— L =20.
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Remarque

La limite 20 est exactement le « palier » visible sur la figure 2 : les quantités juste apres
injection s’accumulent vers 20 mg.

(up) converge et lim w, = 20.
n—-+oo

Question 8 (Partie B). Expression de u,,.

Rappel de cours

Suite arithmético-géométrique u, 1 = au, + b : on détermine le point fixe ¢ tel que
{ = af + b, puis on montre que la suite w, = u, — £ est géométrique de raison a.

p 1 1
Etape 1 : point fixe. On résout £ = §€ + 10, soit 56 = 10, donc ¢ = 20.
Etape 2 : la suite w, = u, — 20 est géométrique.

Wopt =t — 20 = (Jun +10) =20 = Jup =10 = §(uy — 20) = Sy,
P . 1
Donc (wy,) est géométrique de raison 7

- 1 n
Etape 3 : premier terme et forme close. wy = ug —20 = 10 — 20 = —10, donc w,, = —10 <§) ,
puis

1 n
unzwn+20=20—10<§) .

ug = 20— 10 =10, ug = 20 —5 = 15, ug = 20 — 2,5 = 17,5 : on retrouve la question 4. Et
n
(%) — 0 donne bien u,, — 20.

1\ "™

Question 9 (Partie B). Plus petit n tel que u,, > 19,9.

Rappel de cours

Diviser par ln% < 0 inverse le sens d’une inégalité.

Etape 1 : traduire la condition.
Uy > 19,9 <= 20— 10 (%)" >19,9 < 10 (%)” <01 — (%)" <0,01.

Etape 2 : appliquer In.
nln% <1n0,01.

Etape 3 : diviser par ln% < 0 (sens inversé).

In 0,01
>

1
ln§

10
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Etape 4 : application numérique.

In0,01  —In100 _ —4,605
Inl — -2 7 —0,693

~ 6,64.

Le plus petit entier supérieur ou égal a 6,64 est 7.

Vérification

1 7 1 : 1 6 1 .
(3)" = 1 ~ 0,0078 < 0,01, tandis que (1) = & ~ 0,0156 > 0,01 : le rang 7 est bien le
premier qui convient.

Le plus petit entier convenable est n = 7.

11
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Exercice IV  Calcul intégral et suite d’intégrales

€
Pour tout entier naturel n : K,, = / (Inz)" dz.
1

Question 1. Calcul de Kj et K;.

Rappel de cours

Une primitive de  +— Inz est z — zlnz — x. On le vérifie en dérivant : (zlnzx — z) =
ln:c—l—x-%—lzln:c.

Calcul de Kj. Comme (Inz)? =1 :
K():/ ldz = [x]i:e—l.
1
Calcul de K;.

K1=/1€1na:da:: [mlnx—x]i:(e'l—e)—(l-O—l):0—(—1):1.

Ko=e—1et K; =1.

Question 2. Relation de récurrence (démonstration exigée).

Rappel de cours

b

’ 1
u'v = [UU]g — / uv’. On rappelle ((In w)”)' =n(nz)" ! -,

Intégration par parties : /
x

Ine=1etInl=0. ¢

Etape 1 : choisir les facteurs. On écrit (Inz)” = 1 x (Inz)™ et on pose v = (Inz)" (donc
v/ =n(lnz)" 1) et v =1 (donc u = z).

Etape 2 : appliquer la formule.

e e s} - 1
K, = / 1-(Inz)"dz = [z(Inz)"]| — / z-n(nz)" 1= dz.
1 1 T

Etape 3 : calculer le crochet.
[z(Inz)"]] =e(lne)" —1(In1)" =e-1"—1-0" =e.
Etape 4 : simplifier P’intégrale restante. Comme x - % =1:

e 1 €
/ z-n(lnz)" ' =de = n/ (Inz)" 'de =nK, 1.
1 x 1

En rassemblant : K,, = e —n K,,_1.

Pour tout n > 1, K,, =e—nkK,_;.

Question 3. Calcul de K, et K.
En appliquant la relation de récurrence :
Ko=e—2Ki=e—2,
Ks=e—3Kys=e—3(e—2)=e—3e+6=06—2e.

12
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Vérification

Ko=e—2=0,718 et K3=06—2e ~0,564. On a bien Ky~ 1,718 > K1 =1 > Ky > K3 > 0,
ce qui annonce la décroissance et la positivité étudiées ensuite.

Ko=e—2et K3=06—2e.

Question 4. Positivité de K,,.

Rappel de cours

Si g(z) > 0 sur [a;b] avec a < b, alors f:g > 0.

Sur [1;e],onal <z <e donc0<Inz <1;parsuite (Inxz)™ > 0. Les bornes vérifient 1 < e, donc
I'intégrale est positive.

Pour tout entier naturel n, K, > 0.

Question 5. Sens de variation de (K),).

Rappel de cours

On étudie le signe de K11 — K, en regroupant les deux intégrales (linéarité).

Etape 1 : écrire la différence.

Kpy1 — Ky = /1e[(ln z)" — (Inz)"] do = /1e(ln z)"(Inz — 1) da.

Etape 2 : signe de Pintégrande. Sur [1;e], (Inz)” > 0 et Inz < 1 donc Inz — 1 < 0. Le produit
est donc négatif ou nul, et l'intégrale est négative.

Remarque

Intuitivement, comme 0 < Inz < 1 sur [1 ;e], élever In z & une puissance plus grande le diminue :
on integre une fonction plus petite, d’ou K,4+1 < K.

K,11 — K, <0 : la suite (K,,) est décroissante.

Question 6. Encadrement et limite (démonstration exigée).

Rappel de cours

On combine la relation de récurrence (question 2) et la positivité (question 4), puis on applique
le théoreme des gendarmes.

Etape 1 : établir ’encadrement. La relation K,, = e —n K,,_1 donne n K,,_1 = e — K,,. Comme
K, >0 (question 4), on a e — K,, < e, donc

(§
nkK, 1=e—K,<e = K, 1 <—.
n

Et K,—1 > 0 (question 4). D’ou 0 < K,,_; < Ay
n

Etape 2 : passer a la limite. Quand n — +o0, N 0, et la borne de gauche est nulle. Par le
n
théoreme des gendarmes, K,_; — 0, c’est-a-dire K,, — 0.

13
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0<K, 1 < S, donc lim K, =0.
n

n—-+o0o

Question 7. Limite de n K,,_;.

Rappel de cours

Opérations sur les limites : si K, — 0, alors e — K,, — e.

D’apres la relation de récurrence, n K,_1 = e — K,,. Comme K,, — 0 (question 6) :

lim nK, 1=e—0=e.
n—-+o00

Remarque

C’est une situation de forme indéterminée « oo x 0 » : bien que K,_1 — 0, le facteur n
compense exactement, et le produit tend vers e.

lim nK,_1=e.
n—+00

14
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Exercice V. Géométrie de l’espace, plan et sphére

0(0,0,0), A(2,0,0), B(0,2,0), C(0,0,4).

Question 1. Equation cartésienne du plan (ABC).

Rappel de cours

Un vecteur normal 77 = (a,b,c) au plan est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du
plan : ses coordonnées vérifient 7 - AB = 0 et 7 - AC = 0. L’équation du plan est alors
ax + by + cz +d = 0, d étant déterminé par un point.

Etape 1 : deux vecteurs du plan.

AB=B - A=(-2,2,0, AC=0C—A=(-2,0,4).

Etape 2 : trouver un vecteur normal. On cherche 7 = (a,b,c) tel que
ﬁ-ﬁ=—2a+26=0:b:a, ﬁ-ﬁ=—2a+4c=0¢a=20.

En prenant ¢ = 1, on obtient a = 2, b = 2, donc 77 = (2,2,1).

Etape 3 : déterminer d. L'équation est 2z + 2y + z+d = 0. Le point A(2,0,0) y appartient :
2x2404+04+d=0, donc d=—4.

Vérification

B(0,2,0) : 2x2=4; C(0,0,4) : 4. Les trois points vérifient 2z + 2y + z = 4.

Une équation de (ABC) est 2z + 2y + z — 4 = 0, soit 2z + 2y + z = 4.

Question 2. Distance de O au plan (ABC).

Rappel de cours

_ |ax0 + byg + czo + d|

N
Avec O(0,0,0) et le plan 22 +2y+2z—-4=0:

d(M, plan)

2.042-0+0—4] 4 4
(0.(4B0) = = 9 3

d(0, (ABC)) = g

Question 3. Projeté orthogonal H de O sur (ABC).

Rappel de cours

Le projeté orthogonal H est I'intersection du plan avec la droite passant par O et de vecteur
directeur le vecteur normal 7i.

Etape 1 : droite orthogonale. Elle passe par O et est dirigée par 7 = (2,2,1) :

(x,y,2) = (2t, 2t, t), teR.

15
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Etape 2 : intersection avec le plan. On reporte dans 2z + 204+ 2z=4":

4
22t) +2(2t)+t =4 <= dt+4t+t=4 < =4 t:§.

Etape 3 : coordonnées de H.

2 2 2 V64 + 64 + 16 v/144 12 4
OH = (3’ + () + () = —3—— = "5 =

9 =3 ce qui coincide avec la
distance de la question 2.

9 9
n- (324,
9°9°9

Question 4. Volume du tétraedre OABC.

L

Rappel de cours

1
V= an (aire de la base) x (hauteur).

—
On prend pour base le triangle OAB, situé dans le plan z = 0. Les vecteurs OA = (2,0,0) et
OB = (0,2,0) sont portés par les axes, donc perpendiculaires, de longueurs 2 et 2 : 'aire de OAB

vaut 3 x 2 x 2 = 2. Le sommet C(0,0,4) est a la hauteur z = 4 au-dessus de ce plan. Donc

1 8
Ve-x2xd=C.
32Xt T3

8
Voasc = 3"

Question 5. Aire du triangle ABC'.

Rappel de cours

1
En prenant ABC comme base et O comme sommet, V = 3 X aire(ABC) x d(O, (ABC)), d’ou

l'on tire laire.

On isole laire :

3V 3 X
aire(ABC) d(0,(ABC)) ~ 1

Vérification

Les cotés mesurent AB = ||(—2,2,0)|| = 2/2 et AC = BC = 2+/5. Le triangle est isocele ; un
calcul direct de son aire redonne bien 6.

aire(ABC) = 6.

Question 6. Spheére circonscrite au tétraedre OABC.

16
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Rappel de cours

Le centre 2 de la spheére circonscrite est équidistant des quatre sommets. On traduit ces égalités
sur les carrés des distances, ce qui élimine les racines.

Etape 1 : poser () = (7,1, 2) et écrire QO? = QA2.

4?4+ = (-2 49+ = 0= A4 = =1

Etape 2 : Q0% = QB2

P2+ = 4 (y—22 422 = 0=—dy+4 —= y=1

Etape 3 : Q0% = QC2.

P+ = 1y (2 -4)? = 0= 82416 <= z=2.

Etape 4 : centre, rayon, équation. Le centre est Q(1,1,2), et
RP=Q0*=1"+1>+2=6, R=16.

L’équation de la sphere est
(x -1+ (y—1)?+ (2 —2)* =6.

QA2 =(1-2)2+12+22=1+1+4=6= R?: le point A est bien sur la sphére (idem pour
B et O).

Spheére de centre Q(1,1,2) et de rayon v/6 : (z — 1)2+ (y — 1)? + (z — 2)2 = 6.

17



FICHES-MATHS.COM Corrigé - Terminale spé

Exercice VI Probabilités, modéle d’évolution d deux états

a, = P(serveur disponible le jour n), ap = 1. Transitions : A — A avec 0,7, B — A avec 0,4.

Question 1. Calcul de a; et as.

Rappel de cours

Formule des probabilités totales : les événements A,, (disponible) et B,, (en panne) le jour
n forment une partition, donc a,y1 = P(A4y) Pa, (Ant1) + P(By) Pp, (Ant1).

Calcul de a;. Le jour 0, le serveur est disponible (ap = 1, donc P(Bp) = 0) :

a; =ap x 0,74+ (1 —ag) x04=1x0,7+0x04=0,7.

Calcul de as.

ag=a3 X 0,74+ (1 —ay)x0,4=0,7%x0,74+0,3 x 0,4 =0,49+ 0,12 = 0,61.

a1 = 0,7 et ag = 0,61.

Question 2. Relation entre a, 1 et a,.

Rappel de cours

On applique la formule des probabilités totales avec P(By) = 1 — ap, P4, (An+1) = 0,7 (le
serveur disponible le reste) et Pp, (An+1) = 0,4 (le serveur en panne est réparé).

Etape 1 : appliquer la formule.

an+1=0,7a, +0,4 (1 — ay).

Etape 2 : développer et réduire.

ant+1 =0,7a,+04—-04a, =0,3a, + 0,4.

Pour tout n, an+1 =0,3a, + 0,4.

Question 3. Pour tout n, a, > =

Rappel de cours

4 4
Récurrence. On notera que 0,3 X - +0,4 = - (le réel % est le point fixe de la relation).

Initialisation. ag =1 > - : vrai au rang 0.

4
Hérédité. Supposons a, > 7 En multipliant par 0,3 > 0 puis en ajoutant 0,4 (opérations qui
conservent l'inégalité) :
4
ant+1 = 0,3a, +0,4 > 0,3 x - + 0,4.

18
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6+ 14 20 4 . .
35 — 3 7 Ainsi apy1 > -

4 6 14 4
Or 0,3 x - =135 et 0, 35 donc 0,3 x - + 0,

. 4
Pour tout entier naturel n, a, > 7

Question 4. Sens de variation de (a,).

Rappel de cours

On étudie le signe de ant+1 — ay.

4
ant1 — an = (0,3a, +0,4) —a, =04 —0,7a, =0,7 (7 — an> ,

4 4 4
en utilisant 0,7 x - = 0,4. D’apres la question 3, a,, > = donc == an <0 et any1 —an <0.

4

Gt — an = 0,7 (7

- an) < 0 : la suite (a,) est décroissante. |

Question 5. Convergence et limite (démonstration exigée).

Rappel de cours

Convergence monotone : décroissante et minorée = convergente. La limite L vérifie
L=03L+04.

. 4
Etape 1 : existence. (ay) est décroissante (question 4) et minorée par = (question 3), donc elle

converge vers un réel L.
Etape 2 : valeur de la limite. En passant a la limite dans a,+1 = 0,3a, 4+ 0,4 :

04 4
L=03L+04 < 07L=04 <= L= o=

a,) converge et lim a, = —.
( n) & n—-+oo " 7

Question 6. Expression de a,.

Rappel de cours

Suite arithmético-géométrique : on introduit w, = a,, — £ ou £ est le point fixe; (w,) est
alors géométrique de raison le coefficient devant a,,.

Etape 1 : point fixe. £ = 0,3/ + 0,4 donne ¢ = — (question 5).

| =~

. 4
Etape 2 : w, = a, — - est géométrique.

4
Wpt1 = Apt1 — - =0,3a,+ 0,4 — -

14 20 6 4 6 .
Comme 0,4 — =3 T3 = 55 et 0,3a, =0,3 <wn + 7) =0,3w, + 357 on obtient
0,3 wy, + 0 0,3
w. = w —_— — - = W, .
n+1 ) n 35 35 3 n
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Donc (wy,) est géométrique de raison 0,3.

. 4 4
Etape 3 : forme close. w():ao—?:l—?zg, donc w, = = (0,3)", puis
4 3
n===+=(03)"
an = = + = (0,3)

Vérification

4
Ay — ‘ <1072,

Question 7. Plus petit n tel que -

Rappel de cours

Diviser par In(0,3) < 0 inverse le sens d’une inégalité.

. 4
Etape 1 : expliciter I’écart. Comme a,, — - = %(0,3)" >0:
4 3 31 7
n—=|==(03"<107% < (0,3)" < = 1072=-x10"2=—.

Etape 2 : appliquer In et diviser par In(0,3) < 0.

7 In(7/300)
In(0,3) <ln— <= n> ——+-
nin(0,3) < Inggs "= Tn(0,3)
Etape 3 : application numérique.

In(7/300)  —3,758 _
In(0,3) ~ —1,204

3,12.

Le plus petit entier supérieur ou égal a 3,12 est 4.

Vérification

3(0,3)* = 2 x 0,0081 ~ 0,0035 < 0,01, alors que £(0,3)* = 2 x 0,027 ~ 0,0116 > 0,01 : le rang
4 est bien le premier qui convient.

Le plus petit entier convenable est n = 4.
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Exercice VII Loi binomiale, valeur la plus probable et concentration

X suit la loi binomiale B(n;p), n > 1, p €]0;1].

Question 1 (Partie A). Rappels sur la loi binomiale.

Rappel de cours

Pour X ~ B(n;p) : la probabilité de k succes, I'espérance et la variance sont des résultats du
cours.

Pour 0<k<n:

Question 2 (Partie A). Quotient de deux probabilités successives (démonstration
exigée).

Rappel de cours

n
n—=k
Quotient de coefficients binomiaux : (kH) = . On le retrouve avec les factorielles :

() kE+1

n!
() = Hn—R)

Etape 1 : écrire le quotient.

pk+1 _, (1 _p)nfkfl - (1 _p) 1 1
pk (1—p)n* 1—p’
Etape 3 : simplifier les coefficients.
n!
(k1) (B+DIn—k—1)! k! (n —k)! n—k
G n! kD! (n—k—1) k+1’
E!'(n —k)!
(n—k)! k! 1
— —=n-Fket = .
R O e S ) [ S
Etape 4 : rassembler.
PX=k+1) n—-k D (n—k)p

PX=k k+1 1-p GrDI—p)
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PX=k+1)  (n—k)p
Pour 0 <k <n-1, PIX = 1) _(k:—l—l)(l—p)'

Question 3 (Partie A). Valeurs de k ou P croit.

Rappel de cours

P(X =k+1) > P(X = k) équivaut a ce que le quotient de la question 2 soit strictement
supérieur a 1.

Etape 1 : poser I'inégalité. Comme (k4 1)(1—p) >0 :

(n—k)p

m>1 — (n—k)p>k+1)(1—-p).

Etape 2 : développer.
np—kp>k+1—(k+1)p=k+1—kp—p.
On ajoute kp aux deux membres :

np>k+1—p < k<np+p—-1=(n+1)p—1

Etape 3 : conclusion. La probabilité P(X = k) croit tant que k < (n + 1)p — 1, puis décroit. La
valeur la plus probable (le mode) est donc située au voisinage de k = (n + 1)p.

‘ PX=k+1)>P(X=k) «— k<(@n+1p—1. ’

Question 4 (Partie B). Valeur la plus probable pour n = 10, p = 0,3.

Rappel de cours
On applique le critere de la question 3 avec les valeurs numériques.

On calcule (n+1)p—1=11x03—-1=33—-1=23. Ainsi P(X =k+1) > P(X = k) pour
k < 2,3, c’est-a~dire pour k =0,1,2 : on a P(X=0) < P(X=1) < P(X=2) < P(X=3). Pour k > 3,
la suite décroit. La probabilité est donc maximale en k = 3.

Remarque

Ce mode k = 3 coincide avec la partie entiere de (n + 1)p = 3,3, et il est proche de I’espérance
E(X)=np=3.

La valeur la plus probable de X est k = 3.

Question 5 (Partie B). Espérance et écart-type.

E(X)=np=10x0,3 =3, V(X)=np(l —p)=10x0,3x0,7=2,1,

o(X) =/V(X) = /2,1 ~ 1,449.

E(X)=3ct o(X) = 2,1 ~ 1,449

Question 6 (Partie B). Majoration par Bienaymé-Tchebychev.
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Rappel de cours

Etape 2 : en déduire une majoration de P(X > 6). Si X > 6, alors X —3 > 3, donc
|X — 3] > 3 : Iévénement {X > 6} est inclus dans {|X — 3| > 3}. Par croissance des probabilités,

2.1
P(X >6) < P(X =3[ 23) < =

Remarque

C’est une majoration garantie mais assez grossiére : la valeur exacte P(X > 6) est en réalité
bien plus petite (de l'ordre de 0,05). L’intérét de I'inégalité est de fournir une borne sans
calculer toute la loi.

~ 0,233.

L

2,1

P(IX —3| 2 3) < 7~ ~ 0,233, d'od P(X > 6) < 0,233,

FIN DU CORRIGE.
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